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Dirichletov teorem o postojanju prostih brojeva u aritmeticˇkim nizovima jedan je od prvih
teorema u analiticˇkoj teoriji brojeva koji otprilike 50 godina prethodi teoremu o prostim
brojevima i koji je imao jednako vazˇan utjecaj na razvoj analiticˇke teorije brojeva. Glavni
zadatak ovog diplomskog rada je dokaz Dirichletovog teorema koji je pretpostavio Legen-
dre, a dokazao Dirichlet, a on glasi:
Ako su dani pozitivni cijeli brojevi a i q za koje vrijedi (a, q)=1, tada postoji be-
skonacˇno mnogo prostih brojeva koji su kongrunetni a modulo q.
Prvo poglavlje sadrzˇi kratak zˇivotopis Johanna Petera Gustava Lejeunea Dirichleta na-
kon cˇega su navedene neko osnovne cˇinjenice iz teorije brojeva kao i iskazi Dirichletovog
teorema.
Kljucˇni pojmovi kod dokazivanja su Dirichletovi karakteri i Dirichletove L-funkcije
cˇije su definicije i osnovna svojstva navedeni u drugom poglavlju rada.
Sam dokaz Dirichletovog teorema nalazi se u trec´em poglavlju kao i razni pomoc´ni
rezultati koji su potrebni za dokazivanje istog. U cˇetvrtom poglavlju nalaze se josˇ neka
svojstva Dirichletovih L-funkcija kao i detaljnije objasˇnjenje jedne cˇinjenice potrebne u
dokazu Dirichletovog teorema.





1.1 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet roden je 13. veljacˇe 1805. godine u gradic´u Du¨ren
koji se danas nalazi u Njemacˇkoj a u to vrijeme bio je pod Francuskom vlasˇc´u. U ra-
nom djetinjstvu razvio je ljubav prema matematici te je tako kao 12-ogodisˇnjak sav svoj
dzˇeparac potrosˇio na matematicˇke knjige.
Roditelji su ga upisali u gimnaziju u Bonnu ali nakon dvije godine su odlucˇili preba-
citi ga u zˇidovsku sˇkolu u Cologni gdje je imao srec´e te ga je poducˇavao Ohm. U 16-oj
godini zavrsˇio je gimnaziju i odlucˇio da c´e studirati u Parizu jer mu standardi i prilike na
njemacˇkim sveucˇilisˇtima nisu bili zadovoljavajuc´i. Uz sebe je uvijek imao knjigu Disqu-
isitiones arithmeticae velikog Gaussa koji mu je bio jedan od najvec´ih uzora. U Parizu su
ga poducˇavali neki od vodec´ih matematicˇara onoga vremena pa je tako dosˇao u kontakt s
raznim matematicˇarima kao sˇto su Legendre, Poisson, Laplace, Biot, Lacroix, Fourier.
Od ljeta 1823. godine Dirichlet je radio za genarala Maximiliena Sebastiana Foya koji
je bio jedan od glavnih generala tijekom Napoleonovih ratova.
Njegovo prvo djelo mu je donijelo instant slavu. On je djelomicˇno dokazao Fermatov
posljednji teorem za slucˇaj n = 5 kojeg je kasnije dovrsˇio Adrien Marie Legendre. Kasnije
je Dirichlet dokazao teorem za slucˇaj n = 14.
28.studenog 1825. godine Foy je umro i Dirichlet je odlucˇio da se vrac´a u Njemacˇku. Tamo
je imao nekih problema oko dobivanja priznanja ucˇitelja matematike. Kada se to rijesˇilo
pocˇeo je predavati na vojnom sveucˇilisˇtu.
Godine 1831. ozˇenio se Rebeccom Henriette Mendelssohn Bartholdy koja je bila unuka
filozofa Mosesa Mendelssohna i jedna od sestara skladatelja Felixa Mendelssohna Bart-
holdya. Nakon Gaussove smrti 1855. godine ponudeno mu je njegovo radno mjesto na
sveucˇilisˇtu u Go¨ttingenu koje je on ubrzo prihvatio.
U ljeto 1858. godine Dirichlet je otisˇao na konferenciju u sˇvicarski grad Montreux gdje je
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pretrpio srcˇani udar nakon kojeg je bio losˇeg zdravstvenog stanja.
Umro je 5.svibnja 1859. godine u Go¨ttingenu. Nakon njegove smrti, Dirichletova
predavanja je skupio, priredio i objavio njegov prijatelj Richard Dedekind pod naslovom
Vorlesungen u¨ber Zahlentheorie (Predavanja o teoriji brojeva).
1.2 Iskaz Dirichletovog teorema
Za pocˇetak navest c´emo neke osnovne cˇinjenice iz teorije brojeva.
Definicija 1.2.1.
Prirodan broj p, p > 1 zove se prost broj ako nema niti jednog djelitelja d tako da je
1 < d < p. Ako prirodan broj n, n > 1 nije prost, onda kazˇemo da je slozˇen.
Teorem 1.2.2.
Svaki prirodan broj n, n > 1 mozˇe se prikazati kao produkt prostih faktora.
Dokaz.
Broj n je ili prost ili slozˇen.
Za prvi slucˇaj, kada je n prost, tvrdnja je ocˇita.
Pogledajmo sada drugi slucˇaj kada je n slozˇen.
Po definiciji postoji d takav da je
1 < d < n i d|n.
Neka je m najmanji takav djelitelj.
Tada m mora biti prost; inacˇe bi postojao k takav da je
1 < k < m i k|m.
To bi povlacˇilo da
k|n i 1 < k < m
sˇto je u kontradikciji s minimalnosˇc´u od m.
Pa pretpostavimo da je m jednak prostom broju p1. Tada pisˇemo
n = p1 · r, 1 < r < n.
Ponavljamo postupak za r i dobijemo
n = p1 · p2 · s
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gdje je
p1 ≥ p2 i 1 ≤ s < r < n.
Postupak ocˇigledno staje nakon konacˇno mnogo koraka jer postoji samo konacˇno mnogo
prostih brojeva izmedu 1 i n.
Imamo
n = p1 · ... · pr, p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pr.
Dakle, svaki se prirodan broj mozˇe prikazati kao produkt prostih faktora. 
Teoriju kongruencije uveo je u svom djelu Disquisitiones Arithmeticae iz 1801. godine
Carl Friedrich Gauss. On je takoder uveo i oznaku za kongruenciju koju i danas rabimo.
Definicija 1.2.3.
Ako cijeli broj m , 0 dijeli razliku a − b, onda kazˇemo da je a kongruentan b modulo m i
pisˇemo
a ≡ b mod m.
U protivnom, kazˇemo da a nije kongruentan b modulo m i pisˇemo
a . b mod m.
Teorem 1.2.4.
Neka je n ∈ N. Relacija ”biti kongruentan modulo n” je relacija ekvivalencije na skupu N
Dokaz.
Trebamo provjeriti refleksivnost, simetricˇnost i tranzitivnost.
Refleksivnost: Iz m|0 slijedi a ≡ a mod n.
Simetricˇnost: Ako je a ≡ b mod n, onda postoji k ∈ Z takav da je a − b = nk. Sada je
b − a = n · (−k), pa je b ≡ a mod n.
Tranzitivnost: Iz a ≡ b mod n i b ≡ c mod n slijedi da postoje k, l ∈ Z takvi da je
a − b = nk i c − b = nl. Zbrajanjem dobivamo a − c = n(k + l) sˇto povlacˇi a ≡ c mod n.

Iskazˇimo sada Dirichletov teorem.
Teorem 1.2.5. Dirichletov teorem
Ako su dani pozitivni cijeli brojevi a i q za koje vrijedi (a, q)=1, tada postoji beskonacˇno
mnogo prostih brojeva koji su kongrunetni a modulo q.
Drugim rijecˇima, svaki od aritmeticˇkih nizova
{qn + a : n = 0, 1, 2, ...} , q, a ∈ N, (a, q) = 1
sadrzˇi neogranicˇeno mnogo prostih brojeva.
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Gore navedeni teorem je analogan je Euklidovom teoremu o neogranicˇenosti prostih
brojeva. Nasˇ c´e dokaz zapravo dati jacˇi rezultat, naime rezultat analogan Mertensovoj
ocjeni o prostim brojevima u aritmeticˇkim nizovima.
Teorem 1.2.6. Dirichletov teorem, kvantitativna verzija








log log(x) + Oq(1)
,
pri cˇemu je φ : N → N Eulerova funkcija koja svakom prirodnom broju u nizu 1, 2, ..., n
pridruzˇuje brojeve koji su relativno prosti s n.
Primjec´ujemo da je uvjet (a, q) = 1 u Dirichletovu teoremu potreban, buduc´i da ako je
(a, q) = d > 1, onda je svaki cijeli broj kongruentan s a modulo q djeljiv s d, te stoga mozˇe
postojati najvisˇe jedan takav prosti broj (tj. d, ako je d prost). Stoga za dani q, svi osim
konacˇno mnogo prostih brojeva spadaju u jednu od grupa ostataka a mod q, s mjerom
(a, q) = 1.
Prema definiciji Eulerove φ funkcije, postoje φ(q) takvih grupa ostataka, a ako pretposta-
vimo da su prosti brojevi otprilike ravnomjerno raspodijeljeni medu tim grupama ostataka,
onda se mozˇe ocˇekivati da dana grupa a modulo q, s mjerom (a, q) = 1 sadrzˇi omjer 1/φ(q)
svih prostih brojeva. Stoga je faktor 1/φ(q) ovdje zaista ”korektan“ faktor.
Prirodni pokusˇaj dokazivanja Dirichletova teorema bio bi pokusˇati imitirati Euklidov dokaz
neogranicˇenosti prostih brojeva kojeg i navodimo.
Teorem 1.2.7. Euklidov teorem
Skup prostih brojeva je beskonacˇan.
Dokaz.
Neka su 2, 3, ..., p svi prosti brojevi do p i pogledajmo
q = (2 · 3 · ... · p) + 1.
S obzirom da je q > 1, ili je sam q prost broj vec´i od p, ili je djeljiv s prostim brojem koji
je vec´i od p.
U oba slucˇaja postoji prost broj koji je vec´i od p.
Dakle, skup prostih brojeva je beskonacˇan. 
U odredenim posebnim slucˇajevima zaista je moguc´e na slicˇan nacˇin dokazati Diric-
hletov teorem.
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1.3 Neki jednostavniji slucˇajevi Dirichletovog teorema
Primjer 1.3.1. Pokazˇimo da postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva koji su kongruentni
3 modulo 4.
Pretpostavimo da postoji samo konacˇno mnogo prostih brojeva koji su kongruentni 3 mod 4,





p2i ≡ 32 ≡ 1 mod 4 ∀i,
N mora biti kongurentan 3 modulo 4.
Buduc´i da je N neparan broj, svi su njegovi prosti faktori neparni brojevi, i time kongu-
rentni ili 1 ili 3 modulo 4.
Sˇtovisˇe, N mora biti djeljiv s najmanje jednim prostim brojem kongruentnim s 3 modulo 4,
i stoga s jednim od prostih brojeva pi, jer bi inacˇe N bio umnozˇak prostih brojeva kongu-
rentnih 1 modulo 4 i time sam kongruentan 1 modulo 4.
No to nije moguc´e jer bi onda pi bio djelitelj i broja N i broja N–2, i stoga takoder
N–(N–2) = 2.
Primjer 1.3.2. Pokazˇimo da postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva oblika 3n + 1 i
oblika 3n + 2
Pokazˇimo prvo tvrdnju za oblik 3n + 2. Pretpostavimo da su p1, ..., pk svi prosti brojevi
kongruenti 2 modulo 3 i neka je x = p1 p2...pk. Ako je x ≡ 1 mod 3 onda je x + 1 ≡ 2
mod 3. Dakle, mora postojati prost broj koji je kongruentan 2 modulo 3 i koji dijeli x + 1.
Ali posˇto p|p1...pk, p ne mozˇe dijeliti x + 1.
Ako je x ≡ 2 mod 3, tada je x + 3 ≡ 2 mod 3. Kao i prije, mora postojati prosti broj
p ≡ 2 mod 3 koji dijeli x + 3. Ali posˇto p|x, p ne mozˇe dijeliti x + 3.
Te dvije kontradikcije dovode do zakljucˇka da postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva
oblika 3n + 2.
Da bismo pokazali tvrdnju za oblik 3n + 1 moramo koristiti Legendreove simbole i
Gaussov kvadratni zakon reciprociteta, koji navodimo bez dokaza.
Definicija 1.3.3.












1 ako je n kvadratni ostatak modulo q
0 ako q|n
−1 ako je n kvadratni ne-ostatak modulo q
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Teorem 1.3.4. Gaussov kvadratni zakon reciprociteta







= (−1) p−12 · q−12 .
Vratimo se sada primjeru. Razmotrimo neparan broj p,
(−3/p) = (−1/p)(3/p).
Sada je
(−1/p) = (−1) p−12
i
(3/p) = (−1) p−12 (p/3).
Prema tome,




1 ako je p ≡ 1 mod 3
−1 ako je p ≡ −1 mod 3
Dakle, −3 je kvadratni ostatak modulo p samo ako je p ≡ 1 mod 3.
Sada pretpostavimo da postoji samo konacˇno mnogo prostih brojeva oblika 3n+1 (p1, ..., pk).
Neka je x = 2pq...pk i neka je p prost djelitelj od x2 + 3. Tada p ≡ 1 mod 3, ali kao i
prije p ne mozˇe biti jedan od pi. Stoga zakljucˇujemo da postoji beskonacˇno mnogo prostih
brojeva oblika 3n + 1.
Na slicˇan, ali kompliciraniji nacˇin, elementarni argumenti mogu biti dani i za odredene
druge posebne aritmeticˇke nizove, ali opc´eniti slucˇaj Dirichletova teorema ne mozˇe se
dokazati ovim metodama.
Odlucˇujuc´i napredak koji je doveo do dokaza Dirichletova teorema u cijeloj njegovoj
opc´enitosti dosˇao je uvodenjem analiticˇkih metoda. Kljucˇne metode koje je Dirichlet uveo
i koje su sada nazvane prema njemu su Dirichletovi karakteri i Dirichletove L-funkcije.
Dirichletovi karakteri su izvjesne aritmeticˇke funkcije dok su Dirichletove L-funkcije re-
dovi povezani s Dirichletovim karakterima. Analiticˇka svojstva tih Dirichletovih redova, a
posebice mjesto njihovih nultocˇaka, igraju kljucˇnu ulogu u argumentu. Zapravo najtezˇi dio
dokaza sastoji se u dokazivanju da tocˇka s = 1 nije nula za Dirichletovu L-funkciju.
Poglavlje 2
Dirichletovi karakteri i L-funkcija
2.1 Dirichletovi karakteri
Jedna od kljucˇnih stvari koje je Dirichlet uveo su Dirichletovi karakteri. Da bi sˇto jasnije
shvatili pojam Dirichletovog karaktera, prisjetimo se definicije aritmeticˇke funkcije.
Definicija 2.1.1.
Aritmeticˇka funkcija je funkcija koja je definirana na prirodnim brojevima s vrijednostima
u skupu realnih ili kompleksnih brojeva. Za aritmeticˇku funkciju f kazˇemo da je multipli-
kativna ako je f (1) = 1 te f (mn) = f (m) f (n) za (m, n) = 1.
Ako je f (mn) = f (m) f (n) ∀m, n ∈ N, onda kazˇemo da je funkcija potpuno multiplika-
tivna.
Osnovna definicija karaktera je sljedec´a:
Definicija 2.1.2.
Neka je q pozitivan cijeli broj. Dirichletov karakter modulo q je aritmeticˇka funkcija χ sa
sljedec´im svojstvima:
1. χ je periodicˇan modulo q, t.j. χ(n + q) = χ(n) ∀n ∈ N.
2. χ je potpuno multiplikativan, t.j. χ(nm) = χ(n)χ(m) ∀n,m ∈ N i χ(1) = 1.
3. χ(n) , 0 ako i samo ako je (n, q) = 1.
Primjer 2.1.3.
Aritmeticˇka funkcija χ0 = χ0,q definirana s
χ0(n) =
{
1 ako je (n,q)=1;
0 inacˇe
8
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je karakteristicˇna funkcija cijelih brojeva uzajamno prostih s q i naziva se glavni karak-
ter modulo q, a da je glavni karakter χ0 zapravo Dirichletov karakter mozˇe se vidjeti iz
sljedec´eg;
uvjet 1. proizlazi iz relacije (n, q) = (n + q, q),
uvjet 2. proizlazi iz cˇinjenice da (nm, q) = 1 vrijedi ako i samo ako je (n, q) = 1 i (m, q) = 1,
uvjet 3. vrijedi po definiciji χ0.
Oznaka χ0 postala je standardna oznaka za glavni karakter. Moramo imati na umu da χ0
ovisi o q, iako to nije izricˇito navedeno u standardnoj oznaci.
Analogno grupi ostataka oznake a mod q, oznaka χ mod q upotrebljava se kako bismo
ukazali na to da je χ Dirichletov karakter modulo q.
Primjeri karaktera
Primjer 2.1.4. Karakteri modulo 1
Konstantna funkcija 1 ocˇito zadovoljava uvjete prije navedene definicije s q = 1.
Sˇtovisˇe, buduc´i da svaki karakter modulo 1 mora biti periodicˇan modulo 1 i mora biti
jednak 1 na 1, χ ≡ 1 jedini je Dirichletov karakter modulo 1.
Napominjemo da je taj karakter glavni karakter modulo 1.
Primjer 2.1.5. Karakteri modulo 2
Uvjet 3 povlacˇi da svaki karakter modulo 2 mora biti 0 na parnim cijelim brojevima, a
uvjet periodicˇnosti zajedno sa zahtjevom χ(1) = 1 povlacˇi da χ(n) mora biti jednak 1 za
neparne cijele brojeve n.




1 ako je (n,2)=1;
0 inacˇe
Primjer 2.1.6. Karakteri modulo 3
Opet imamo glavni karakter χ0(n), koji je definiran sa
χ0(n) =
{
1 ako je (n,3)=1;
0 inacˇe
Pokazat c´emo da postoji tocˇno jedan drugi karakter modulo 3.
Pretpostavimo da je χ karakter modulo 3.
Tada svojstva 1. do 3. znacˇe da je
χ(1) = 1, χ(3) = 0
i
χ(2)2 = χ(4) = χ(1) = 1,
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tako da je χ(2) = ±1.
Ako je χ (2) = 1, tada je χ jednako χ0 buduc´i da su obje funkcije periodicˇne modulo 3 i
imaju iste vrijednosti u n = 1, 2, 3.
Ako je χ(2) = −1, tada je χ = χ1 gdje je χ1 jedinstvena periodicˇna funkcija modulo 3
definirana sa
χ1(1) = 1, χ1(2) = −1
i
χ1(3) = 0
Jasno je da χ1 zadovoljava svojstva 1. i 3. Potpuna multiplikativnost nije odmah ocˇigledna,
ali mozˇe se pokazati na sljedec´i nacˇin.
Definirajmo mulitplikativnu funkciju f : Neka je f (3) = 0 i neka je za prost broj p
f (p) = −1 ako je p ≡ −1 mod 3
i
f (p) = 1 ako je p ≡ 1 mod 3.
Za slozˇene brojeve n, f (n) definiramo po multiplikativnosti: ako je




f (n) = f (p1)r1 . . . f (pk)rk .
Tada je
f (n) = χ1 (n) za n = 1, 2, 3,
tako da je za dokazivanje da je f = χ1 (i stoga da je χ1 potpuno multiplikativna) dovoljno
pokazati da je f periodicˇna s periodom 3.
Dakle, primijetimo da ako je n ≡ 0 mod 3, tada je f (n) = 0. Inacˇe je n ≡ ±1 mod 3, a u








gdje su produkti od i ∈ I i j ∈ J konacˇni (eventualno prazni), a prosti brojevi pi, i ∈







f (p j) = (−1)|J|.
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S druge strane, buduc´i da je
pi ≡ 1 mod 3
i
p j ≡ −1 mod 3,
imamo
n ≡ (−1)|J| mod 3.
Stoga, ako je |J| paran broj, tada je
n ≡ 1 mod 3
i
f (n) = 1 = f (1),
a ako je |J| neparan broj, tada je
n ≡ 2 mod 3
i
f (n) = −1 = f (2).
Dakle je f periodicˇna s periodom 3, kao sˇto smo htjeli pokazati.
Primjer 2.1.7. Legendreovi simboli kao karakteri
Neka je q neparan prosti broj, a neka χ(n) = (nq ) oznacˇava Legendreov simbol modulo q
definiran kao u (1.3.3). Tada je χ(n) karakter modulo q.
Zaista, svojstva 1. (periodicˇnost) i 3. (uzajamno prosti brojevi) proizlaze izravno iz defini-














je poznat rezultat iz elementarne teorije brojeva.
Karakter χ, koji je na ovaj nacˇin proizasˇao iz Legendreova simbola, uzima samo vrijed-
nosti 0,±1 i stoga ispunjava uvjet χ2 = χ0, ali χ , χ0. Karakteri sa zadnje navedena dva
svojstva nazivaju se kvadratni karakteri. Napominjemo da karakter koji uzima samo realne
vrijednosti (takav se karakter naziva realnim karakterom) nuzˇno sve svoje vrijednosti ima
u {0,±1}, sˇto c´emo vidjeti u sljedec´em teoremu, pa je tako ili glavni karakter ili kvadratni
karakter.
Da bismo si sˇto jasnije mogli predocˇiti Dirichletove karaktere, sada c´emo iz definicije
karaktera izvesti odredene jednostavne posljedice.
Teorem 2.1.8. Elementarna svojstva Dirichletovih karaktera
Neka je q pozitivan cijeli broj.
(i) Vrijednosti Dirichletova karaktera χ modulo q su ili 0 ili φ(q)-ti korijeni jedinice, tj. za
svaki n imamo ili χ(n) = 0 ili χ(n) = e2piiv/φ(q) za neki v ∈ N.
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(ii) Karakteri modulo q cˇine grupu s obzirom na mnozˇenje po tocˇkama koje je definirano
sa
(χ1χ2)(n) = χ1(n)χ2(n).
Glavni karakter χ0 je neutralni element ove grupe, a inverz od karaktera χ dan je karakte-
rom χ koji je definiran kao χ(n) = χ(n) .
Dokaz.
(i) Ako je χ(n) , 0, onda je (n, q) = 1.
Iz Eulerove generalizacije Fermatovog malog teorema tada imamo
nφ(q) ≡ 1 mod q.
Prema potpunoj multiplikativnosti i periodicˇnosti karaktera χ to implicira da je
χ(n)φ(q) = χ(nφ(q)) = χ(1) = 1,
kao sˇto se i tvrdilo.
(ii) Svojstva grupe proizlaze izravno iz definicije karaktera pri cˇemu je
χ(n)−1 = χ(n).

Da bismo izveli daljnje informacije o svojstvima grupe karaktera potreban nam je dobro
poznati rezultat iz algebre koji ovdje navodimo bez dokaza.
Lema 2.1.9. Osnovni teorem za konacˇne Abelove grupe
Svaka konacˇna Abelova grupa direktni je produkt ciklicˇkih grupa. To jest, za svaku konacˇnu
Abelovu grupu G postoje elementi g1, ..., gr ∈ G pripadajuc´ih redova h1, ..., hr tako da svaki








hk = |G| .
Ako specijaliziramo grupu G iz prethodne Leme kao multiplikativnu grupu (Z/qZ)
grupe ostataka modulo q, rezultat postaje:
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Lema 2.1.10. Osnovni teorem za grupe ostataka modulo q
Neka je q pozitivan cijeli broj. Tada postoje pozitivni cijeli brojevi g1, ..., gr, svi relativno
prosti s q i pripadajuc´ih redova h1, ..., hr modulo q (tj. hk je najmanji pozitivan cijeli broj
h, tako da je ghk ≡ 1 mod q), sa sljedec´im svojstvom:
Za svaki cijeli broj n za koji vrijedi (n, q) = 1 postoje jedinstveni cijeli brojevi vk











Ako je q = pm potencija prostog broja, pri cˇemu je p neparan prosti broj, tada kao rezultat
elementarne teorije brojeva postoji primitivni korijen g modulo pm , tj. element g koji
generira multiplikativnu grupu modulo pm. Dakle, ta je grupa sama po sebi ciklicˇka, a
osnovni teorem je vazˇec´i za r = 1 i g1 = g. (Situacija je malo kompliciranija za potencije
broja 2, buduc´i da odgovarajuc´e grupe ostataka opc´enito nisu ciklicˇke.)
Primjer 2.1.12.
Neka je q = 15 = 3 · 5. Tvrdimo da je (g1, g2) = (2, 11) baza. Jednostavno je provjeriti da
su redovi od g1 i od g2 jednaki h1 = 4 i h2 = 2.
Takoder napominjemo da je
h1h2 = 4 · 2 = φ(5)φ(3) = φ(15),
u skladu s teoremom. Jednostavna provjera od slucˇaja do slucˇaja tada pokazuje da klase
kongruentnosti
2v111v2 sa 0 ≤ v1 < 4 i 0 ≤ v2 < 2
svaku klasu ostataka a mod q, pri cˇemu je (a, 15) = 1, obuhvac´aju tocˇno jednom.
Glavna primjena Leme (2.1.10) dana je u sljedec´oj lemi.
Lema 2.1.13. Broj karaktera modulo q
Neka je q pozitivan cijeli broj. Tada postoji tocˇno φ(q) Dirichletovih karaktera modulo q.
Sˇtovisˇe, za svaki cijeli broj a za koji vrijedi (a, q) = 1 i a . 1 mod q postoji karakter χ sa
χ(a) , 1.
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Dokaz.
Neka su q1, ...qr i h1, ...hr definirani kao u Lemi (2.1.10) i neka je ω j = e2pi i /h j .
Stoga su ωvj, v = 0, 1, ..., h j − 1 razlicˇiti h j-ti korijeni jedinice.
Tvrdimo da postoji podudaranje jedan na jedan izmedu r-torki
v = (v1, ..., vr) 0 ≤ vk < hk
i karaktera modulo q.
Kako bismo to pokazali prvo pretpostavimo da je χ karakter modulo q.
Tada je χ(n) = 0 za (n, q) > 1, prema definiciji karaktera.





za neku jedinstvenu r-torku µ = (µ1, ..., µr) za koju vrijedi 0 ≤ µk < hk.








Premo tome, χ je jedinstveno odreden svojim vrijednostima na generatorima gk. Sˇtovisˇe,
buduc´i da je gk reda hk imamo
χ(gk)hk = χ(g
hk
k ) = χ(1) = 1
Dakle, χ(gk) mora biti hk-ti korijen jedinice, pa imamo
χ(gk) = ω
vk
k (k = 1, ..., r), (2.2)
za jedinstvenu r-torku v = (v1, ...vr) takvu da je 0 ≤ vk < hk.
Prema tome, svaki karakter χ modulo q daje jedinstvenu r-torku v gore navedenog oblika.
Obratno, ako imamo r-torku v tog oblika, definiramo aritmeticˇku funkciju χ = χv sa
χ(n) =
{




µk ako je n ≡∏rk=1 gµkk mod q
Prema tome, χ je Dirichletov karakter modulo q.
Dakle, pokazali smo da postoji podudaranje karaktera modulo q i r-torki v oblika
v = (v1, ..., vr) sa 0 ≤ vk < hk. Buduc´i da je prema Lemi (2.1.10) broj takvih r-torki v
jednak h1...hr = φ(q), proizlazi da postoji φ(q) karaktera modulo q. To dokazuje prvi dio
Leme (4.1.2).
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Dokazˇimo sada i drugi dio.






s odgovarajuc´im eksponentima µk, 0 ≤ µk < hk.
Buduc´i da je a . 1 mod q, najmanje jedan od eksponenata mora biti razlicˇit od 0.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je µ1 , 0. Definirajmo karakter χ sa χ(g1) =
ω1 i χ(gk) = 1 za k = 2, ..., r. Tada je







buduc´i da je 0 < µ1 < h1. 
Glavni rezultat ovog poglavlja dan je u sljedec´em teoremu.
Teorem 2.1.14. Relacija ortogonalnosti za Dirichletove karaktere
Neka je q pozitivan cijeli broj.





φ(q) ako je χ = χ0;
0 inacˇe
gdje je χ0 glavni karakter modulo q.




φ(q) ako je a ≡ 1 mod q
0 inacˇe
gdje suma obuhvac´a sve Dirichletove karaktere modulo q.





φ(q) ako je χ1 = χ2;
0 inacˇe




φ(q) ako je a1 ≡ a2 mod q i (a1, q) = 1;
0 inacˇe
gdje suma obuhvac´a sve Dirichletove karaktere modulo q.
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Dokaz.
(i) Sumu na lijevoj strani oznacˇimo sa S .
Ako je χ = χ0, tada je χ(a) = 1 ako je (a, q) = 1 ,a inacˇe je χ(a) = 0, tako da je S = φ(q).
Pretpostavimo sada da je χ , χ0.
Tada postoji broj a1 za koji vrijedi (a1, q) = 1 tako da je χ(a1) , 1. Napominjemo da,
buduc´i da je χ(a) = 0 ako je (a, q) > 1 zbroj pod (i) mozˇe biti restringiran na
(a, q) = 1, 1 ≤ a ≤ q.















χ(b) = S .
Buduc´i da je χ(a1) , 1, to implicira da je S = 0. Time smo dokazali (i) dio.
(ii) Neka S oznacˇava sumu na lijevoj strani.
Ako je (a, q) > 1 , tada su svi cˇlanovi u ovom zbroju jednaki 0, dakle S = 0.
Ako je (a, q) = 1 i a ≡ 1 mod q, tada je χ(a) = χ(1) = 1 za sve karaktere χ modulo q, a
buduc´i da prema Lemi (4.1.2) postoji tocˇno φ(q) takvih karaktera, u ovom slucˇaju imamo
S = φ(q).
Sada pretpostavimo da je (a, q) = 1 i a ≡ 1 mod q. Prema Lemi 2.1.10. postoji karakter
χ1 modulo q za koji vrijedi χ1(a) , 1. Buduc´i da karakteri modulo q cˇine grupu, ako χ











gdje zadnja suma obuhvac´a sve karaktere ψ modulo q.
Buduc´i da je χ1(a) , 1, to implicira da je S = 0 kao sˇto smo i htjeli pokazati.
(iii) Ovaj dio proizlazi iz (i) s karakterom χ = χ1χ2 i ako uzmemo u obzir da je χ = χ0 ako
i samo ako je χ1 = χ2.
(iv) Mozˇemo pretpostaviti da je (a1, q) = (a2, q) = 1 buduc´i da je suma inacˇe 0, a rezultat
je trivijalno istinit. Stoga a2 ima multiplikativni inverz a2 modulo q. Ako primijenimo (ii)
za a = a1a2 primjec´ujemo da je






Takoder a = a1a2 ≡ 1 mod q ako i samo ako je a1 ≡ a2 mod q, te dobivamo zˇeljenu
relaciju. 
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Nama je najvazˇniji zadnji dio Teorema (2.1.14). Taj nam identitet dozvoljava da iz
sume izdvojimo izraze koji zadovoljavaju danu kongruentnost. Primijenit c´emo ga za a2,
fiksirane klase kongruentnosti a mod q i za a1 koji prolazi kroz sve proste brojeve p
kako bismo izdvojili one proste brojeve koji pripadaju klasi kongruentnost a mod q. Taj
identitet, sam, cˇesto se naziva relacijom ortogonalnosti za Dirichletove karaktere.
Sljedec´i korolar je posjedica (i) dijela prethodnog teorema.
Korolar 2.1.15.
Neka je q pozitivan cijeli broj i χ karakter modulo q.
(i) Ako χ nije glavni karakter χ0 modulo q, tada∣∣∣∣∣∣∣∑n≤x χ(n)
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ φ(q) (x ≥ 1)
(ii) Ako je χ = χ0, tada ∣∣∣∣∣∣∣∑n≤x χ(n) − φ(q)q x
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2φ(q) (x ≥ 1)
Dokaz. Buduc´i da je χ periodicˇan modulo q, imamo, za bilo koji x ≥ 1∑
n≤x









Jasno je da je |R| ≤ φ(q), a prema (i) dijelu Teorema (2.1.14) imamo S = 0 ako je χ , χ0, i
S = φ(q) ako je χ = χ0. 
2.2 Dirichletova L-funkcija
Druga jako bitna stvar uz Dirichletove karaktere koju je Dirichlet uveo su takozvane
Dirichletove L-funkcije.
Definicija 2.2.1.







se naziva Dirichletovom L-funkcijom ili Dirichletovim L-redom.
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Analiticˇko ponasˇanje Dirichletovih L-funkcija ima kljucˇnu ulogu u dokazivanju Diric-
hletovog teorema. Sljedec´i teorem obuhvac´a glavna analiticˇka svojstva L-funkcija koja c´e
nam biti potrebna za dokazivanje Dirichletova teorema. Kljucˇno svojstvo o kojem ovisi
uspjesˇnost argumenta je zadnje, koje potvrduje da L-funkcije nisu 0 u tocˇki s = 1.
Teorem 2.2.2. Analiticˇka svojstva L-funkcija
Neka je χDirichletov karakter modulo q, i neka L(s, χ) predstavlja Dirichletovu L-funkciju.
(i) Ako je χ , χ0 gdje je χ0 glavni karakter modulo q, tada je funkcija L(s, χ) analiticˇka u
poluravnini σ > 0, pri cˇemu je σ realni dio od s (σ = Res).
(ii) Ako je χ = χ0, tada funkcija L(s, χ) ima jednostavan pol u s = 1 s reziduumom φ(q)/q
te je analiticˇka u svim drugim tocˇkama poluravnine σ > 0.
(iii) Ako je χ , χ0, tada je L(1, χ) , 0.
Dokaz.
Sada c´emo dokazati prvi i drugi dio teorema, dok c´emo zadnji dio dokazati u cˇetvrtom
poglavlju.
Ako je χ , χ0, tada su prema Korolaru (2.1.15) parcijalne sume
∑
n≤x f (n)n−s ogranicˇene,





konvergira u poluravnini σ > 0 te je stoga funkcija F(s) u toj poluravnini analiticˇka.
S druge strane, ako napisˇemo
χ0(n) = f (n) + φ(q)/q
vidimo da je
L(s, χ0) = F(s) + (φ(q)/q)ζ(s) za σ > 1,














Buduc´i da je F(s) analiticˇka u poluravnini σ > 0 i ζ(s) analiticˇka u poluravnini σ > 0 uz
iznimku pola u s = 1 s reziduumom 1, zakljucˇujemo da je L(s, χ0) analiticˇka u poluravnini




Ovdje c´emo dokazati Dirichletov teorem u kvantitativnoj verziji danoj u Teoremu (1.2.6),
modulo rezultat o neisˇcˇezavanju za L(1, χ) naveden u dijelu (iii) Teorema (2.2.2) koji c´e
biti kasnije dokazan.





















Napominjemo da su redovi koji definiraju Dirichletove funkcije Fa,q(s) i Fχ(s) apsolutno
konvergentni u poluravnini σ > 1. Te funkcije c´emo koristiti samo u toj poluravnini.




log log x + Oq(1) (x ≥ 3). (3.1)
Tu ocjenu utvrdit c´emo nizom koraka koji pak reduciraju ocjenu S a,q(x) na funkcije Fa,q(s),
Fχ(s), L(s, χ) i konacˇno na rezultat o neisˇcˇezavanju L(1, χ) za χ , χ0.
Kako bismo smanjili oznake, nec´emo izricˇito navesti ovisnost pogresˇke relacije o q. Na-
pominjemo, da u daljnjem dokazu, sve O-konstante smiju ovisiti o q.
19
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Redukcija na Fa,q(s)
Za pocˇetak c´emo, bez dokaza, navesti Mertensovu i Chebyshevljevu ocjenu koje su koriste
u ovom dijelu. Mertensov teorem je skup klasicˇnih ocjena koje se odnose na distribuciju
prostih brostih brojeva.
Teorem 3.1.1. Mertensov teorem









= log log x + O(1)
Teorem 3.1.2. Chebyshevljeva ocjena




< pi(x) < A2
x
log x
za svaki x ≥ 2. Pri tome je pi(x) funcija prostih brojeva koja oznacˇava broj prostih brojeva
p takvih da je p ≤ x, x ∈ [2,∞〉.






σ − 1 + O(1) (σ > 1). (3.2)
Neka je x ≥ 3 i uzmimo da je σ = σx = 1 + 1log x u (3.2). Tada je glavni cˇlan s desne strane
(3.2) jednak glavnom cˇlanu s desne strane u (3.1) i pogresˇka relacije u (3.2) ima zˇeljeni
red, O(1). Stoga je dovoljno pokazati da se lijeve strane tih relacija, tj S a,q(x) i Fa,q(σx),
razlikuju najvisˇe za O(1).
Kako bismo to pokazali uzmimo
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prema Mertensovoj ocjeni (3.1.1).




























(σx − 1)(logx) << 1.
Stoga su oba cˇlana s desne strane (3.3) reda O(1) sˇto smo htjeli i pokazati.
Redukcija na Fχ(s)
Neka je σ > 1 tako da su fukcije Fa,q(σ) i Fχ(σ) apsolutno konvergentne. Prema relaciji




























Redukcija na Dirichletovu L-funkciju
Buduc´i da je Dirichletov karakter potpuno multiplikativan i ima apsolutnu vrijednost najvisˇe









Ako uzmemo logaritme na obje strane (koristec´i glavnu granu logaritma) dobijemo za σ >
1















= Fχ(s) + Rχ(s),
(3.5)



































Fχ(s) = log L(s, χ) + O(1) (σ > 1). (3.7)
Doprinos glavnog karaktera
Ako je χ = χ0, tada prema dijelu (ii) Teorema (2.2.2), L(s, χ0) ima pol s reziduumom
φ(q)
q
u s = 1 te je analiticˇka drugdje u poluravnini σ > 0.





σ − 1 + H(s)
gdje je H(s) = Hχ0(s) analiticˇka funkcija u σ > 0. H(s) je posebno ogranicˇen na bilo kojem
kompaktnom skupu sadrzˇanom u toj poluravnini te stoga zadovoljava
|H(σ)| ≤ φ(q)
2q(σ − 1 (1 < σ < σ0), (3.8)
gdje je σ0 odgovarajuc´a konstanta koja ovisi o q.
Prema tome
log L(σ, χ0) = log(
φ(q)/q




= log(φ(q)/q) + log
1






σ − 1 + O(1) (1 < σ ≤ σ0)
(3.9)
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gdje smo u zadnjem koraku upotrijebili (3.8). Prema (3.7) slijedi
Fχ0 = log
1
σ − 1 + O(1) (3.10)











< ∞ (σ > σ0)
u punom rasponu σ > 1.
Doprinos ne-glavnih karaktera
Ako je χ , χ0, tada je prema (i) dijelu Teorema (2.2.2) L(s, χ) analiticˇka u poluravnini σ >
0 te je stoga neprekidna u a = 1. Sˇtovisˇe, prema zadnjem dijelu tog rezultata, L(1, χ) , 0.
Stoga je log L(s, χ) analiticˇka i neprekidna u okolini s = 1.
Naime, postoji σ0 > 1 takav da je log L(s, χ) ogranicˇen na 1 < σ ≤ σ0.
S obzirom na to (3.7) implicira
Fχ(σ) = O(1) (χ , χ0), (3.11)
prvo za 1 < σ ≤ σ0, a zatim, buduc´i da je kao i prije Fχ(σ) ogranicˇen na σ ≥ σ0, za cijeli
raspon σ > 1.
Dokaz Dirichletovog teorema










σ − 1 + O(1) (1 < σ ≤ 2),
(3.12)
buduc´i da je χ0(a) = 1 po definiciji glavnog karaktera i pretpostavci (a, q) = 1. To dokazuje
(3.2) dakle i (3.1), odnosno Teorem (1.2.6).
Poglavlje 4
Funkcija L(1, χ)
4.1 Funkcija L(1, χ)
U ovome dijelu dokazat c´emo (iii) dio Teorema (2.2.2) pa ga navodim josˇ jednom.
Teorem 4.1.1. Neponisˇtavanje funkcije L(1, χ)
Neka je q pozitivan cijeli broj i neka je χ ne-glavni karakter modulo q. Tada je L(1, χ) , 0.
Za dokaz nam je potrebno nekoliko pomoc´nih Lema.
Lema 4.1.2.
Neka je




Tada je, za σ ≥ 1
P(σ) ≥ 1.
Dokaz.
Ako Dirichletovu funkciju L(s, χ) razvijemo u Eulerov produkt i ako uzmemo logaritme,
24
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φ(q) ako je pm ≡ 1 mod q,
0 inacˇe
prema potpunoj multiplikativnosti karaktera χ i relaciji ortogonalnosti za karaktere (dio
(ii) Teorema (2.1.14)), desna strana gornje jednakosti je zbroj nenegativnih cˇlanova, sˇto
dokazuje tvrdnju leme. 
Dokaz Teorema (4.1.1) za kompleksne karaktere χ
Koristit c´emo gore navedenu lemu kako bismo pokazali da je L(s, χ) , 0 u slucˇaju da je χ
kompleksan karakter modulo q, tj. da χ ne poprima samo realne vrijednosti.
Pretpostavljamo da je L(1, χ1) = 0 za odredene kompleksne karaktere modulo q. Izvest
c´emo kontradikciju iz ove pretpostavke.
Prvo napominjemo da su, buduc´i da je χ1 kompleksan karakter, karakteri χ1 i χ1 razlicˇiti,
a nijedan od njih nije jednak glavnom karakteru χ0. Stoga, χ0, χ1, χ1 svaki doprinose po
faktor produktu P(σ) u Lemi (4.1.2).
Ako ta tri faktora izdvojimo, dobivamo, za σ > 1,







Sada promotrimo ponasˇanje svakog faktora s desne strane (4.1) kod σ→ 1+.
Prvo, prema dijelu (ii) Teorema (2.2.2), L(s, χ0) ima jednostavan pol u s = 1, tako da
imamo
L(σ, χ0) = O(
1
σ − 1) za σ→ 1 + .
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Nadalje, nasˇa pretpostavka da je L(1, χ1) = 0 i analiticˇnost od L(s, χ1) u s = 1 impliciraju












takoder imamo L(σ, χ1) = O(σ − 1).
Konacˇno, prema dijelu (i) Teorema (2.2.2), Q(σ) je ogranicˇen kod σ→ 1+.
Iz ovih ocjena slijedi da je P(σ) = O(σ − 1) za σ → 1+. To je proturjecˇno nejednakosti
P(σ) ≥ 1 iz Leme (4.1.2). Prema tome L(1, χ1) ne mozˇe biti jednako 0.
Gornji argument ne vrijedi u slucˇaju realnog karaktera χ1, buduc´i da je χ1 = χ1, te bi
se u gore navedenoj faktorizaciji produkta P(σ) pojavila samo jedna L-funkcija koja bi
odgovarala χ1, tako da bi pretpostavka da je L(1, χ1) = 0 dala samo jednu ocjenu P(σ) =
O(1), sˇto nije dovoljno da dobijemo kontradikciju. Da bismo dokazali neisˇcˇezavanje od
L(1, χ) za realne karaktere potreban je potpuno drugacˇiji, kompliciraniji argument. Prvo
c´emo navesti nekoliko pomoc´nih rezultata.
Lema 4.1.3.
Neka je χ realan karakter i neka je f multiplikativna funkcija zadana sa f (pm) = 1 +∑m
k=1 χ(p)
k za prosti broj p. Tada je f (n) ≥ 0 za svaki n, a f (n) ≥ 1 ako je n kvadrat.
Dokaz.
Buduc´i da su i χ i f multiplikativni te da je χ realan karakter modulo q, imamo χ(p) = ±1
ako p ne dijeli q, a χ(p) = 0 ako p|q. Stoga, kod potencije prostih brojeva pm imamo





1 ako p ne dijeli q,
m + 1 ako p ne dijeli q i χ(p) = 1,
0 ako p ne dijeli q, χ(p) = −1 i m je neparan,
1 ako p ne dijeli q, χ(p) = −1 i m je paran
Iz toga slijedi da je f (pm) ≥ 1 ako je m paran i f (pm) ≥ 0 ako je m neparan. Zbog














gdje je A konstanta.
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Dokaz.














































= L(s, χ) + Oq,s(x−σ) (x ≥ 1). (4.3)
Dokaz.
Neka je

















Buduc´i da je χ ne-glavni karakter, prema Korolaru (2.1.15) slijedi da je
M(u) = Oq(1)
tako da je desna strana gornje jedankosti ogranicˇena sa









sˇto dokazuje lemu. 
POGLAVLJE 4. FUNKCIJA L(1, χ) 28
Dokaz Teorema (4.1.1) za realne karaktere χ
Fiksiramo realan, ne-glavni karakter χ modulo q. U cijelom dokazu pustit c´emo da kons-
tante u O-ocjenama ovise o χ, i stoga takoder o q, bez izricˇitog navodenja te ovisnosti.


















>> log x (x ≥ 2) (4.4)































































































xL(1, χ) + O(1)

























































Ako te ocjene uvrtimo u (4.5) dobivamo
S (x) = 2
√
xL(1, χ) + O(1).
Ako je sada L(1, χ) = 0 tada bismo imali S (x) = O(1) sˇto je u kontradikciji s (4.3). Stoga
je L(1, χ) , 0 i dokaz Teorema (4.1.1) je potpun.
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Ovaj diplomski rad podijelili smo na 4 poglavlja.
Prvo poglavlje opisuje zˇivotopis J.P.G.L. Dirichleta i sadrzˇi iskaze Dirichletovog te-
orema.
U drugom poglavlju definirani su kljucˇni pojmovi za dokazivanje Dirichletovog te-
orema. To su Dirichletovi karakteri i Dirichletove L-funkcije.
Na kraju rada dokazan je Dirichletov teorem u kvantitativnoj verziji kao i neke Leme
potrebne za dokazivanje istog.
Summary
This thesis consists of four chapters.
The first chapter gives a biography of J.P.G.L. Dirichlet and contains the statements of
Dirichlet’s Theorem.
The second chapter contains definitions of key notions necessary for the proof of Di-
richlet’s Theorem. These notions are Dirichlet characters and Dirichlet L-functions.
The last two chapters contain the proof of Dirichlet’s Theorem, together with some
lemmas necessary for the proof.
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